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1. Allgemeine Wachstumsvorginge

Die Wachstumsvorgange in Natur, Technik oder Wirtschaft werden nach
drei Arten unterschieden:

a) lineares Wachstum

b) exponentielles Wachstum

¢) logistisches Wachstum
Wadhrend die ersten beiden, vertrauten Typen potentiell alle Grenzen
Uberschreiten, behandelt das logistische Wachstum Dynamiken mit be-
schrankten Ressourcen. Bei der Untersuchung der log. Gleichung wer-
den wir ein unerwartet komplexes Verhalten antreffen und schlieBlich
auf das Phanomen »Chaos« stoBen.
Alle betrachteten Wachstumsvorgange sollen diskret ablaufen, d.h. die
Zunahme erfolgt schrittweise nach Verstreichen einer definierten Zeit-
einheit. Somit 1aBt sich die Entwicklung in Form einer Zahlenfolge,

auch als Zeitreihe bezeichnet, darstellen.

1.1 Unterscheidung explizit - rekursiv

Zur Beschreibung der Wachstumsvorgange erdffnen sich zwei Darstel-
lungsformen: die explizite und die rekursive.

In der expliziten Darstellungsform wird der Wert eines Folgengliedes
in Abhangigkeit von seiner Position in der Folge und einem festgelegten
Startwert ausgedruckt.

Beispiel: x, =f(x;)=nx, +5

In der rekursiven Darstellung wird jedes Folgenglied durch Ruckgriff

auf einen oder mehrere Vorganger ausgedriickt.

Beispiel: Xne =f(X,)=2%, +6
Die allgemeine Form linearer Rekursionsgleichungen lautet somit:
Xpsep =a@X, +b

Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung zur Berechnung der Fol-
genglieder wird als lineare Iteration bezeichnet. Zur Uberfiihrung der
linearen Rekursionsgleichung in die explizite Form verwendet man den
Ausdruck (Beweis siehe Athen, R&M, S. 359f):



1-a"
X.=a"x, +b—— 1.1
n 1 1_a ( )

Sonderfélle: a=1: X, =X; +nb (arithmetische Folge, lin. Wachstum)

b=0: x, =a"x, (geometrische Folge, exp. Wachstum)

1.2 Bedeutung der Iteration

Jeder Wachstumsvorgang, auch der logistische, wie wir spater noch se-
hen, kann auf die Iteration von Funktionen zurtickgefiihrt werden. Dabei
wird ein Zustandsraum X durch eine Funktion f auf sich selbst abgebil-
det (f: X - X). Nachdem ein Anfangswert x; festgelegt ist, werden die
Zustande X;, X, :f(xl),... sukzessive durchlaufen, man sagt, die ein-
zelnen Phasenpunkte unterliegen einem PhasenfluB3.

Wir kirzen f(f(f(.(x,).))) in Zukunft durch f"(x,) ab und bezeichnen

dies als n-fach Iterierte von x;, nON.

Die entstehende Punktfolge x,, f(xl),... heiBt dynamischer ProzeB,

Trajektorie oder Orbit von Xx;.

1.3 Graphische Iteration

Zur Veranschaulichung des Orbits wahlt man haufig eine visuelle Dar-
stellungsform, die graphische Iteration. Hierzu benétigt man sowohl
das Schaubild der Funktion als auch die Winkelhalbierende des I. und
ITI. Quadranten. Detaillierter wird das Verfahren in Anhang 4.1 be-
schrieben, die Grundidee ist folgende:

»Wir beginnen, indem wir x; auf der x-Achse markieren. Nun
zeichnen wir eine Vertikale von x; bis zur Kurve. Von diesem
Schnittpunkt aus zeichnen wir eine Horizontale bis zur Winkelhal-
bierenden. Von dort aus wieder eine Vertikale bis zur Kurve usw.
Warum funktioniert dieses Vorgehen? Ganz einfach, weil Punkte
auf der Winkelhalbierenden von beiden Achsen denselben Abstand
haben. « (Peitgen, Bausteine, S. 73)
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1.4 Langzeitverhalten linearer Rekursionsgleichungen

Somit kann man auch graphisch das Langzeitverhalten der linearen Ite-
ration verfolgen (vgl. Abschnitt 4.1). Wir wollen dies nun jedoch streng

algebraisch erdrtern. Dazu formen wir Gleichung 1.1 um:

n
n 1-a n b b
Xp =a X4 +b—=a "[x, - +
n 1 1-a @1 1—a§ 1-a

AnschlieBend untersuchen wir das Grenzverhalten der Iteration fir un-

terschiedliche Werte von a, wobei a der Steigung des Funktionsgraphen

entspricht.
N ol B0 _ b A b O
1. Fur |a]>1 : .LITO @ @(1 1—a§+1—aH_m (1.2)
N ol Oa@, b b O_ b
2. Furjal<1 : [lim E$<1 1—a§+1—aH — (1.3)
3. Fira= +1: Iim(xl+nbj=oo (1.4)
n- oo

4. Flir a=-1: Es existiert kein Grenzwert, die Folge alterniert

. bO b _ _H _bAb__
zwischen @(1—5%5—& und Q(l 2§+2 Xy +b

1.5 Fixpunkte und Zyklen

Augenscheinlich entschwindet der Orbit eines beliebigen Startwerts nur

bei |a]<1 nicht ins Unendliche, sondern nahert sich einem Grenzwert
oder auch Fixpunkt' (Fall 2). Dieser Fixpunkt ist identisch mit dem
Schnittpunkt des Graphen und der 45°-Linie des I. und III. Quadranten.

- * * * * * * * b
Beweis: f(X )=X < aX +b=Xx < X —aXx =b < X :1—
-a

Bemerkenswert ist ebenso Fall 4: Die Iteration pendelt immerfort zwi-
schen zwei - je nach Startwert unterschiedlichen — Punkten hin und her.

Wir wollen nun die gesammelten Ergebnisse zusammenfassen:

1 Auf eine Unterscheidung von »Grenzwertpunkt« und »Fixpunkt« wird verzichtet, beide Begriffe werden,
ebenso wie »Rekursion« bzw. »lteration«, synonym verwendet.




DEFINITION I

(=Y

X" heiBt Fixpunkt von f, wenn f(x')=x".
2. Die Steigung des Graphen im Fixpunkt kann als MaB flir das Lang-

zeitverhalten der Iteration betrachtet werden.

3. Gilt ‘f’(x*)‘ <1, so heiBt x stabil, anziehend oder Attraktor.
4, Ist ‘f’(x*)‘ >1, so heiBt x  instabil, abstoBend oder Repellor.
5. Sonderfalle: Grenzwertpunkte mit ‘f'(x*)‘ =0 heiBen superstabil,

Grenzwertpunkte mit ‘f'(x*)‘ =1 dagegen indifferent.

Das zweite Verhalten, dem wir begegnet sind, ist die periodische Wie-

derkehr von Funktionswerten. Darum legen wir fest:

DETFINITION II

1. x, heiBt 2-periodischer Punkt von f, wenn f(f(x,))=x;.
Allgemein: x; heiBt n-periodischer Punkt, wenn f”(xl): Xq-

2. Da offensichtlich jeder Fixpunkt (s. Definition 1.1) n-periodisch ist,
wird x, als echt n-periodisch bezeichnet, wenn gilt:
f7(x,)=x,, aber f™(x,)# x, fir alle m < n.

3. Als n-Zyklus wird sowohl der Orbit xj,X,,...,X,, Xy,... als auch die
Menge {x,,X,,...x,} echt n-periodischer Punkte x, bezeichnet.

1.6 Eigenschaften der Attraktoren

Wir wollen nun die Attraktoren genauer untersuchen. Aus Gleichung 1.3

ist ersichtlich, dass der Grenzwert der Iteration vom Startwert nicht ab-
hangt. Allgemein versteht man unter dem Einzugsbereich oder auch

Bassin eines Attraktors diejenige Menge an Startwerten, deren Orbit

f"(x) gegen x" konvergiert, es gilt also: limf"(x)=x".
n - oo
Das Bassin des Fixpunkts aus Gleichung 1.3 ist folglich R.
Eine weitere Eigenschaft der stabilen Fixpunkte ist, dass eine beidseitige

Umgebung U(x*) existiert, die vollstiandig zum Einzugsbereich von x

gehdért. Beweis siehe Sternemann, LKDD, S. 31f.



-7 -

Somit endet der Orbit auch bei kleinen Startwertfluktuationen auf dem
Fixpunkt, d.h. Unempfindlichkeit gegenlber geringen Schwankungen in
den Ausgangsbedingungen. Bei den chaotischen System hingegen wer-
den wir eine sensitive Abhdngigkeit von den Ausgangsbedingungen
kennenlernen, die schon bei minimalsten Abweichungen in den Startpa-
rametern zu ganzlich anderem Systemverhalten fuhrt.

Nach Klarung der wichtigsten Begriffe kbnnen wir uns nun dem eigentli-
chen Thema, der logistischen Gleichung, widmen. Obwohl wir bisher nur
lineare Funktionen betrachtet haben, sind die Ergebnisse auch auf ge-
krimmte Graphen lbertragbar, da sie sich in einer hinreichend kleinen
Umgebung wie ihre Tangenten verhalten. Ausflhrlicher behandelt Ster-
nemann, LKDD, S. 52ff diese Thematik.

2. Die logistische Gleichung

Eine ihr verwandte Gleichung zur Beschreibung der Populationsdynamik
wurde erstmals 1845 von dem belgischen Mathematiker Pierre Francgois
Verhulst verwendet. Die simple Grundidee soll anhand eines Beispiels

erlautert werden.

2.1 Die Verhulst-Formel

Eine Insel mit begrenzten Ressourcen wird von einer Spezies bewohnt,
die sich im Lauf der Zeit vermehrt. Je mehr Individuen vorhanden sind,
desto knapper werden die Nahrungsmittel. Sind zuwenig Ressourcen
vorhanden, um die Population ausreichend zu versorgen, nimmt die Be-

volkerungszahl ab.

Die Insel kann gleichzeitig héchstens N Individuen ausreichend ernah-
ren. Der Quotient aus absoluter Anzahl und N gibt die relative Populati-
onszahl an, welche es ermdglicht, unterschiedliche Systeme miteinan-
der zu vergleichen. Betragt sie »1«, so ist die maximale, von der Insel
simultan tragfdahige Bevdlkerungszahl erreicht. Zum Zeitpunkt n sei die

relative Populationszahl p,, die nachst folgende ist somit p,,; .

Mithin gibt das Verhaltnis Pna 7Pn _ z die Wachstumsrate an.
Pn
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z ist nicht konstant, da bei p,< 1 die Bevdlkerung (fast) exponentiell

anwéchst (Nahrung im UberfluB), wéhrend bei p, >1 die Anzahl der

Individuen abnehmen muB, also z<0.

Verhulst setzte zur Erflillung dieser Forderung: Pna 7Pn Ul-p, (1.5)

n

Dadurch entsteht eine direkte Rulckkopplung zur vorangehenden
Populationszahl. Fihrt man den Proportionalitdtsfaktors a (welcher als
ein MaB fur die Fruchtbarkeit der Insel gelten kann) ein und formt man

Gleichung 1.5 um, so erhalt man die sog. Verhulst-Gleichung:

Pn+ = Pn T AP, (1_ pn): (1+a)pn _apzn (1.6)

2.2 Transformationen in die logistische Gleichung

Aus Normierungsgrinden wird haufig mit der logistischen Gleichung

Xps =X, ([l-X, ), 0sr<4 (1.7)

gearbeitet, da sie flr diese Werte des Systemparameters r das Einheits-

intervall [0,1] auf sich selbst abbildet. An der dquivalenten Form

— 2
Xpap = X = IX5

erkennt man, dass sie analog der Verhulst-Gleichung 1.6 aufgebaut ist.
Ein linearer, »antreibender« Term und ein quadratischer, »bremsender«
Term bestimmen den Iterationsverlauf. Anders als bei den linearen Re-
kursionsgleichungen kann fir die logistische Gleichung keine explizite,
fur alle r gultige Darstellungsform gefunden werden. Die Grinde hier-

fir werden wir noch auffihren.

Der ahnliche Aufbau der beiden Gleichungen fiihrt auch zu einem ahnli-
chen Verhalten, was durch eine geeignete Transformation der
Parameter nachgewiesen werden kann.

a e .
Setzt man X, :Tlp“ und r=a+1 unter Bericksichtigung der Glei-
a

chungen 1.6 bzw. 1.7, so ergibt dies einerseits:

2

a a a
Xn+l=mpn+l=m(pn+apn(1_pn))=apn _a_+1pﬁ (1.8)




und andererseits:

2
Xps =X, (1-x,)= (a+1)ai+1pngt—aiJrlpn @z ap, —aa—ﬂpﬁ (1.9)

womit der Beweis erbracht ist.

Allgemein: Fir jedes Polynom 2. Grades ax? +bx +c existiert, zumin-
dest flr bestimmte Koeffizienten a, b, ¢, eine geeignete Transformation

in die logistische Gleichung (vgl. Sternemann, LKDD, S. 136f)

Im Folgenden wollen wir die logistische Gleichung in Hinblick auf Fix-
punkte, Zyklen und Anderungen im Systemverhalten bei Variation des
Kontrollparameters r betrachten. Zum besseren Verstandnis sind in An-

hang 4.2 illustrierende Diagramme abgedruckt.

2.3 Fixpunktuntersuchung

Die Fixpunktbedingung (nach Definition 1.1) f(x*)=x* ist erfullt fur:

x « _r=1
X, = 0 und Xy =-——— (Rechnung gekirzt) (110)
r

Uber die Stabilitét dieser Fixpunkte entscheidet die erste Ableitung:
£'(x)= (x@-x)) =r-2rx O f’(xz): r; f’(x*2)= 2-r

Bekanntlich ist ein Fixpunkt als stabil anzusehen, wenn gilt: ‘f’(x*)<1

(siehe Definition 1.3). Somit ist immer einer der beiden Fixpunkte sta-

bil, wenn r0[0;3]. Weiterhin bedingt die Stabilitat von x; die Instabilitat

von X;.

Fir 0<r<1 gerat der Orbit zwangslaufig in den Nullpunkt-Attraktor, da

X, noch nicht existent ist, d.h. die Population wiirde aussterben.

Fir 1<r <3 konvergiert die Iteration gegen den Wert x;, denn der in-

stabile Fixpunkt x; stéBt jeden in seine Nahe gelangenden Phasenpunkt

ab. Folglich andert sich das Systemverhalten der logistischen Gleichung

qualitativ nicht.
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Die Behauptung, jeder Startwert gelangt Iterator
letztendlich in den Einzugsbereich des Attraktors, [|*n+ =Pl —xn) =25
da das Intervall [0,1] nicht verlassen werden Itircarfir?t':s' Phasi”p””kt

n

kann?, erscheint zwar intuitiv richtig, kann aber 1 0,3
- . . . . 2 0,525
naturlich nicht als Beweis gelten. Hierzu sei auf 3 0,6234375
Sternemann, LKDD, S. 35f und insbesondere auf 4 0,586907959
. . 5 0,606117517
den »Banachschen Fixpunktsatz« verwiesen. 6 0,596847682
7 0,601551316
8 0,599218325

Zur empirischen Uberpriifung dieses Ergebnisses
sind Experimente mit dem Taschenrechner sehr gut geeignet.

Wahlen wir r = 25; x; = 03 und fuhren einige Iterationen durch, so ergibt

sich nebenstehende Wertetabelle, die unsere Ergebnisse bestatigt:

Der Orbit nihert sich x; = 2,5-1 =0,6 an.
14
2.4 Entdeckung eines 2-Zyklus
Was geschieht nun, wenn wir einen geringfligig Iterator

héheren Wert fiur r als »3« setzen, z.B. Xn+1=r>h(1‘xn)? r=3,05

r=305 x, =03? Eine erneute Berechnung des |lterations-| Phasenpunkt

schritt X n
dynamischen Prozesses liefert folgende Tabelle 1 0,3
2 0,6405
(s. rechts): 3 | 0,702292238
4 0,637687444

Offensichtlich zeigt die Iteration, je langer sie
125 0,737704749

durchgefihrt wird, ein 2-Zyklus &hnliches 126 0,590164179

Verhalten (vgl. Abschnitt 1.5). igg 8’23312233

Moéglicherweise war nur die spezielle Wahl unseres Startwerts der Grund
fir dieses Ergebnis. Deshalb wollen nun allgemein die log. Gleichung

auf 2-periodische Punkte untersuchen.

Die Bedingung hierfir lautet wie folgt (siehe Definition 2.1):

f2(x)=r(rx(@-x))-r(rx(@-rx)) = x
Dabei entsteht eine Gleichung 4. Grades, welche durch Polynomdivision

mit den beiden unecht 2-periodischen Punkten aus Gleichung 1.10 auf

2 Diese Tatsache wird als Invarianz bezeichnet.



-11 -

den Grad »2« reduziert und anschlieBend geldst wird. Wir wollen diese

Rechnung stark kirzen und nur das Ergebnis betrachten.

o _l4rEr?-2r-3

X2 =
2r

(1.11)

In unserem speziellen Fall war r =305, so dass nur folgende Punkte ei-

nen Zyklus der Periode 2 bilden sollten:

X, = ‘é—’i =0,73770...und X, = 2—’? = 0,59016...
Anscheinend geraten auch Punkte in einer Umgebung von X;,; in einen
Grenzzyklus der Lange »2«. Dieses Verhalten ist uns bereits bei den
stabilen Fixpunkten aus Abschnitt 2.3 begegnet, und es erhebt sich die

Frage, ob hier ebenfalls eine Art »Attraktor« vorliegt.

2.5 Stabilitatsbedingung fiir periodische Punkte

Auf die allgemeine Herleitung des Stabilitatskriteriums fir periodische
Punkte sei hier verzichtet (vgl. Loistl, Chaos, S. 26), wir begnigen uns

mit den Ergebnissen und den daraus resultierenden Folgerungen.

DEFINITION III

1. Ein n-Zyklus heiBt stabil, anziehend oder n-Punkt-Attraktor,
wenn flr alle seine Mitglieder gilt: (f “) (x* <1.

2. Ein n-Zyklus wird als instabil, abstoBend oder n-Punkt-Repellor

bezeichnet, wenn fir alle x des Zyklus: (f ”) (x* >1

3. Sonderfalle: Ein n-Zyklus heiBt superstabil (indifferent), wenn fur
alle seine Mitglieder gilt: (f ”) (x* =0 ﬁ(f ”) (x* =18
0

Damit ist es uns gelungen, Definition 1 bzw. 2 zu vereinen und auf eine
gemeinsame Basis zu stellen.

Die in Abschnitt 1.5 sowie 2.3 besprochenen Fixpunkte waren folglich
nichts anderes als »Ein-Punkt«-Attraktoren, ein Spezialfall der
n-periodischen Punkte, weshalb die selben Eigenschaften auf alle sta-
bilen n-Zyklen libertragbar sind. Beispielsweise ist der Einzugsbereich
der stabilen 2-periodischen Punkte ebenfalls das gesamte Einheitsinter-

vall (siehe Abschnitte 1.6 bzw. 2.3). Dennoch sei ausdricklich darauf
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hingewiesen, dass die Iteration sowohl des 1-Punkt-Attraktors als auch
des stabilen n-Zyklus einen Grenzwertprozess darstellt. Jeder Startwert,
von den Mitgliedern des Zyklus abgesehen, nahert sich dem n-Zyklus

beliebig an, erreicht ihn aber niemals.

2.6 Bestimmung der Stabilitit des 2-Zyklus

Kehren wir aber nun zu unserem Ausgangsbeispiel, den 2-periodischen

Punkten, zurick. Das Stabilitatskriterium lautet dann gemaB  Definiti-

on 3.1 und unter Mitverwendung der Kettenregel wie folgt:

[17) 6 =16 b)) =6 )1 o)
If(x,) 0" (x,) =|rl-2x,)BA-2x,) = |r2(1— 2x, J(1- 2x11

(fz)'(xq <1 [rP(L-2x,)1-2x,) <1 = -1<r*(1-2x,)1-2x,)<1

Durch Einsetzen der in Gleichung 1.11 gefundenen Ergebnisse und L6-

sung des Ungleichungssystems erhalt man:
3<r<1+.6, also r|3;3,4494...[

Fir diesen Parameterbereich rastet die Trajektorie aller Startwerte auf

einem Grenzzyklus der Lange »2« ein.

2.7 Bifurkation

Als Bifurkation wird die qualitative Anderung des Systemverhaltens,

hier eine Periodenverdopplung, bezeichnet.

Bei Werten 34494...<r<35440... verliert der 2-Zyklus seine Stabilitat,

ein 4-Zyklus tritt in den Vordergrund. Von nun an setzt sich die Perio-
denverdopplung in immer kirzeren Abstanden fort, bis zu einem Wert
r., bei dem ein 2°-Zyklus vorliegt. Ob man hier allerdings noch von ei-
nem Zyklus sprechen kann, erscheint fraglich; die Iteration kehrt nie-

mals zu ihrem Ausgangspunkt zurtck.
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2.8 Die Feigenbaumkonstanten

Die Leistung des amerikanischen Mathematikers Mitchell Feigenbaum
ist es, einen universell glltigen Zusammenhang zwischen den Abstan-

den der Bifurkationsstellen r, gefunden zu haben:

. r,.—r . Ar
lim -t " —|jm —"
n_,oorn+2—rn+l n- oo

=5=4,669201.. (1.12)
rn+1

Auch fur die senkrechten Abstéande der Gabelenden im Feigenbaumdia-

gramm (vgl. Abschnitt 3) gelang es ihm, eine Beziehung abzuleiten:

lim 21 = q = 25029..

N-o8p

o und a sind, ebenso wie mund e, transzendente Zahlen, und scheinen
vielen (deterministisch-)chaotischen Systemen (siehe hierzu auch Ab-

schnitt 3.3) innewohnenden Konstanten zu sein.

2.9 Grenze des Bifurkations-Szenarios

Nach Gleichung 1.12 bilden die Abstande der Bifurkationspunkte eine
geometrische Reihe, womit eine Berechnung von r, méglich ist:

r, =35699..
Bei r. ist das Verhalten véllig ungeordnet, doch was geschieht, wenn
man den Systemparameter r Uber r,, hinaus erhéht?
Um uns einen Uberblick zu verschaffen, tragen wir die angelaufenen
Punkte x in Abhangigkeit von r in einem Diagramm auf. Es zeigt sich

folgendes Bild:
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3. Das Feigenbaumdiagramm

Attrakbonwert »

1000 —

A

// ;
e

| '
t + t + t + t + t t
0o 04 0.8 12 18 20 24 Systernparameterr 36 40

Abb.1
Eine bizarre Struktur wird sichtbar, die auf den ersten Blick fir mehr

0.000

Verwirrung als Klarheit sorgt. Doch betrachten wir das Diagramm ab-
schnittsweise, so sehen wir bereits Nachgewiesenes bestatigt:

Fir O0<r<1 ist der Iterationsgrenzwert 0, bei 1<r<3 strebt er gegen

rT_l und ab 3<r<35693. kann man deutlich die Bifurkati-

onskaskade erkennen.
Danach ist das Verhalten, abgesehen von den weiBen Streifen (siehe

Abschnitt 3.1), buchstablich unberechenbar; der Orbit scheint ganze
Teilintervalle beliebig dicht auszufiillen®. In diesem Zusammenhang
spricht man auch vom chaotischen Attraktor.

Untersuchungen haben ergeben, dass kurz nach r, das Einheitsintervall
in 2X Teilintervalle zerlegt werden kann, in die der Orbit nach 2* Iterati-
onen wieder zuruckkehrt, jedoch nicht mehr auf den Ausgangspunkt.
Fir bestimmte r verschmelzen die 2 zu 25! Intervallen, bis schlieBlich
bei r =4 das gesamte Einheitsintervall beliebig dicht ausgeflllt wird
(vgl. Loistl, Chaos, S. 31)

Wiederum wird das Verhaltnis zwischen den Abstanden dieser inversen
Bifurkationspunkte durch die Konstante 6 beschrieben wird, welche

selbst im chaotischen Bereich Glltigkeit besitzt.

% Kritische Stimmen konnten einwenden, dass evtl. dennoch ein Zyklus, wenn auch sehr hoher Ordnung,
vorliegt. Bei der Behandlung dieser Frage stéBt man schnell auf tiefere algebraische Probleme, deren Be-
handlung den Rahmen dieser Facharbeit tiberschreiten wiirde.
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3.1 Inseln der Ordnung

Bemerkenswert sind die weiBen
Streifen im Feigenbaum-Diagramm.
Sie werden als »Inseln der Ord-
nung« bezeichnet und markieren
stabiles Verhalten. Ein besonders
auffalliges Ordnungsfenster liegt
zwischen 38284..<r<38425.. und

Attraktorwert x

0

3.82

Systemparameter r

3.86

Abb. 2: AusschnittvergréBerung aus Abb. 1

offenbart einen 3-Zyklus (siehe Abb. 2). Wie kann man sich dies erkla-

ren? Betrachten wir hierzu die 3-fach Iterierte von f flr zwei verschie-

dene Werte von r:

| P

DD | | | | | | I I

0.0

\

|
0.0 r=23.820 20 terationen 05 06 07 08 08 ]

Abb. 3

Wir erkennen qualitativ: Erst bei r =1+/8=38284.. (Nachweis durch

0.0

|
T
r

|
=3.829; 20 terationen 0.4

Abb. 4

0.

Rechnung méglich, jedoch umfangreich®) beriihrt f3(x) mehr als zwei

mal ( die bereist bekannten Schnittpunkte aus Gleichung 1.10 ) die
45°-Linie; die Steigung in diesen neuen Schnittpunkten ist kleiner »1«.

Deshalb ist dieser 3-Zyklus laut Definition 3.1 stabil.

Erhéht man r weiter, so kommt es wieder zur bereits bekannten Bifur-

kationskaskade, die bei einem Wert r., ihr Ende findet. Innerhalb des

Feigenbaumdiagramms gibt es unendlich viele Ordnungsinseln.

Das Auftreten der selben konstituierenden Merkmale auf unterschiedli-

chen Ebenen wird als Skaleninvarianz oder Selbstdahnlichkeit be-

zeichnet und ist eine Eigenschaft der Fraktale.
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3.2 Intermittenz

Der Ubergang von der Ordnung ins Chaos erfolgt durch stetig fort-
schreitende Bifurkation. Umgekehrt wird durch Intermittenz® im irre-
gularen Bereich die nahende Ordnung angektindigt. Zur Verdeutlichung
betrachten wir die zu Abb. 3 gehorige Zeitreihe:

1o

Systemparameter r = 2.820: 100 lterationen 100
Abb. 5

Man erkennt eine wiederholt auftauchende, 3-Zyklus ahnliche Sequenz.

Die graphische Iteration aus Abb. 3 gibt eine Erklarung hierfir:

Gerat der Orbit in die Nahe der Fast-BerUhrpunkte, so scheint das Ver-
halten regelmaBig. Dieser Zustand, die laminare Phase, ist durch das
Fehlen von Fixpunkten nicht von Dauer, flihrt aber dazu, dass die Pha-
senpunkte gehauft in der Umgebung der entstehenden Fixpunkte auf-

treten (Erklarung fur die Schwarzungen in Abb. 2).

3.3 Strecken & Falten

Nachdem wir sowohl die beiderseitigen Ubergénge, als auch den regula-

ren Bereich der logistischen Gleichung untersucht haben, fehlt noch die
Charakterisierung des chaotischen Verhaltens. Dabei zeigt sich, dass

zwei diametrale Prozesse gleichzeitig ablaufen.

Die Streckeigenschaft fiir sich allein genommen bewirkt, dass be-
nachbarte Punkte im chaotischen Attraktor exponentiell auseinander

laufen. Aus diesem Grund verhalten sich die Trajektorien nur minimal

4 Die Bedingung fir 3-periodische Punkte (s. Definition 2.1) liefert ein Polynom 8. Grades, das nicht mehr
elementar gelést werden kann. Durch die zusétzliche Forderung nach Superstabilitdt und unter Verwendung
der Cardanischen Formeln ist dennoch der Beweis méglich.

® Intermittenz bedeutet, dass (bei konstantem Systemparameter) irregulare Bewegungsphasen durch zeitwei-
se reguléres Verhalten abgel6st werden.
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abweichender Startwerte nach kurzer Zeit so, als waren sie véllig unab-

héngig voneinander®. Man sagt, die Abbildung besitzt eine
sensitive Abhdngigkeit von den Startbedingungen.

Zur Verdeutlichung sei ein einfaches Beispiel betrachtet. Wir wahlen

r =4 und lassen die Iteration in zwei Schritten ablaufen:

1. Streckung des Einheitsintervalls auf die doppelte Lange

2. Faltung auf die urspriingliche Lange

Verfolgt man nur den ersten Schritt fur die . 05 1

beiden Punkte x,=05 und X,=1, so er- ||~

kennt man deutlich, wie sich diese Starwer- || \ $
te voneinander entfernen. Auf die selbe | '
Weise expandieren alle Elemente in einer | }Falten
Umgebung von x,’.

Allgemein: Sei Ax; der urspringliche Abstand zweier benachbarter

Punkte, so ist dieser nach n Iterationen auf Ax, =Ax,e" angewachsen.

A, der sogenannte Lyapunov-Exponent, kann als ein Indikator fur
Ordnung bzw. Chaos dienen. Ist A <0, so nimmt der Abstand benach-
barter Starwerte ab (Intervallkompression), folglich konvergieren
ihre Orbits. Fir A >0 hingegen entfernen sie sich immer starker vonein-
ander (Intervallexpansion). Die Mdglichkeiten zur Bestimmung von A

sind bei Loistl, Chaos, S. 56ff nachzulesen.

Die Falteigenschaft, als Gegenspieler zur Streckung, fihrt einerseits
zur Invarianz und andererseits zur Nichtinvertierbarkeit der Abbil-
dung, d.h. einem Phasenpunkt kénnen mehrere Vorganger zugeordnet

werden .

Diese beiden Prozesse zusammen bestimmen die Dynamik chaotischen

Verhaltens und bewirken, dass man flr je zwei offene, beliebig kleine

6 Diese Tatsache wird auch, nach E. Lorenz, als »Schmetterlingseffekt« bezeichnet. Der historische Hinter-
grund hierfir ist bei Peitgen, Bausteine, S. 59ff beschrieben.
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Intervalle I und J Anfangswerte in I finden kann, die durch Iteration

nach ] gelangen®. Dieses  Merkmal bezeichnet man als

Mischen bzw. topologische Transitivitat.

3.4 Definition chaotischen Verhaltens

Damit stehen uns Mdglichkeit zur Charakterisierung chaotischen Verhal-
tens zur Verfligung. Eine der bekanntesten und am meisten zitieren

Chaosdefinitionen® macht sich diese Eigenschaften zu nutze.

Die Definition von Chaos nach Devaney'’

Es sei J O R ein Intervall. Die Abbildung f :J - J heiBt chaotisch in J,

wenn fur f die folgenden Bedingungen erflllt sind:

1. f besitzt eine sensitive Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen
2. fist topologisch transitiv

3. periodische Punkte liegen dicht!! in J.

Die ersten beiden Bedingungen haben wir bereits erdrtert, die dritte

Forderung ist ebenfalls leicht verstandlich. Setzen wir in Gleichung 1.11

_5+45

r=4 ein, so erhalten wir die beiden Punkte X, = 5 die im

chaotischen Attraktor gleichermaBen einen stabilen 2-Zyklus bilden.

Allgemein: Auch bei r =4 existieren unendlich viele (instabile) peri-

odische Punkte im Einheitsintervall.

Weiterhin wird aus der Definition ersichtlich, dass sich chaotische Sys-
teme im mathematischen Sinn gemaB einer immer gleichen Abbil-
dungsvorschrift verhalten (deterministisches Chaos), es aber den-

noch unmaéglich ist, Langzeitvorhersagen zu treffen.

” x1 wurde nicht zufallig gewéhlt. Der bei einer lokalen Extremalstelle startende dynamische Prozess heift
auch »kritischer Orbit«. Vgl. Sternemann, LKDD, S. 99ff

® Beweis siehe Lergenmiiller, Chaos im Grund- und Leistungskurs, S. 43

9 Neben der Devaney'schen existieren u.a. noch Definitionen nach Lee/Yorke, Diamond, etc ...

10 1992 wies eine Gruppe australischer Studenten nach, dass Bedingung (2) zwingend aus (1) und (3) folgt,
die Definition also verbesserungsféhig ist.

" Eine Menge D eines metrischen Raums M heiBt dicht in der Menge Mo (0 M, wenn zu jedem xo 0 Mo und
jeder reellen Zahl € > 0 ein x O D existiert mit Ix — xol < €.
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Somit zeichnen drei Eigenschaften eine chaotische Abbildung aus:
1. Unvorhersagbarkeit
2. Unzerlegbarkeit
3. Ein Element der RegelmaiBigkeit

Wie wir gesehen haben, generieren bereits einfache, quadratische Re-

kursionsgleichungen chaotisches Verhalten.

3.4 Ergebnisse der Chaosforschungl?

Ausgehend von der Populationsdynamik ist heute eine ganze Klasse von
Systemen bekannt, die chaotisches Verhalten aufweisen (z.B. Wetter-
entwicklung, Planetenbewegung, Verlauf von Bdrsenkursen).

Demnach ist das Phanomen »Chaos« bedeutend weiter verbreitet als
bisher angenommen. Obwohl wir die Gleichungen zur Beschreibung der
Systeme kennen, ist es uns dennoch unméglich, Aussagen uber ihre

Zukunft zu treffen.

Schon winzigste Abweichungen in den Startbedingungen flihren zum
Zusammenbruch jeglicher Vorhersagbarkeit. Selbst oder gerade der
Computer ist als Instrument zur Bestimmung des Langzeitverhaltens
solcher Systeme ungeeignet. Seine begrenzte Stellenzahl fihrt zwangs-
ldufig zu Rundungsfehlern, wodurch eine scheinbare Determiniertheit
vorgetauscht wird. In Wirklichkeit ist jedoch kein Rechner in der Lage,
den Orbit Uber mehrere Iterationen hinweg korrekt wiederzugeben.

Die Verdopplung der Stellenzahl von einem Iterationsschritt zum nachs-
ten lasst jeden Computer schnell an die Grenzen seiner Genauigkeit
stoBen, der einsetzende Schmetterlingseffekt macht jedes weitere Er-

gebnis wertlos.

Ein weiterer, beunruhigender Aspekt nicht-linearer Systeme ist das
plétzliche Umschwenken von reguldrem in chaotisches Verhalten. Schon
kleine Anderungen des Kontrollparameters kénnen stabile Verhéltnisse
zunichte machen. Dies sollte nachdenklich stimmen, bedenkt man, dass
der Atmosphare, ohne tiefgreifendes Verstandnis der zu Grunde liegen-

den Zusammenhange, massiv C0, zugefuhrt wird.
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Aufgabe der Chaosforschung bleibt somit, Modelle und Theorien zu ent-
wickeln, die qualitative Aussagen Uber die kinftige Entwicklung chaoti-
scher Systeme ermdéglichen, welche offensichtliche ebenfalls einem -
bergeordneten Prinzip zu gehorchen scheinen (vgl. Feigen-
baumkonstanten). Die Anwendungsbereiche sind vielfadltig, das Spekt-
rum reicht von korrekten Wettervorhersagen uber die Darstellung von

Populationsentwicklungen bis hin zur Eindammung von Seuchen.

12(Jber die Bedeutung dieses Begriffs herrscht Uneinigkeit. Exakter wére es, von der Erforschung nicht-linearer
Systeme zu sprechen.
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4. Anhang

4.1 Graphische Iteration

Das Prinzip der graphischen Iteration wurde bereits in Abschnitt 1.3 be-
schrieben. Bekanntlich wird in der rekursiven Darstellung jedes Element
der Folge als Funktion eines vorangehenden Gliedes ausgedrickt. Tragt
man den Graph dieser Abbildungsvorschrift im Koordinatensystem ein,

so erhalt man das sog. Phasendiagramm.

Die graphische Iteration macht sich das Phasendiagramm zu nutze, um

den Orbit optisch darzustellen. Betrachten wir hierzu ein Beispiel:

Gegeben sei eine lineare Rekursionsformel mit X, =f(xn)= 05k, +5.
Zuerst erstellen wir das Phasendiagramm,

in welches wir die Winkelhalbierende des I.

und III. Quadranten ebenfalls eintragen.

AnschlieBend markieren wir einen Startwert
auf der x-Achse und zeichnen von diesem
Punkt aus eine Vertikale bis zur Kurve. L

Von diesem Schnittpunkt aus zeichnen wir

eine Horizontale bis zur Winkelhalbierenden,

von dort aus wieder eine Vertikale bis zur

Kurve usw.

Die in Abschnitt 1.4 gewonnen Ergebnisse lassen sich somit auch gra-

phisch darstellen (Auswahl konkreter Falle):

[ v v v

Abb. 1: lal < 1 Abb. 2: lal > 1 Abb.3:a=1 Abb. 4:a=-1
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4.2 Uberblick iiber das Verhalten der log. Gleichung

Graphische Iteration, Zeitreihendiagramm und Intervallkompression im

Ordnungsbereich r = 25 x; = 03 (»Ein-Punkt«-Attraktor, siehe 2.3):

Abb. 1: Graphische lteration Abb. 2: Zeitreihe Abb. 3: Intervallkompression

y_ y_ y_

/ S

s N T T e ",
/ 5, / A
7 N i 1 7 N

1 + t + + t + t + + i + t + t + t + + 1
¥ n ¥

Der 2-Zyklus stellt sich graphisch wie folgt dar, vgl. auch Abschnitt 2.4

(es wurde r =325 gewahlt, da r =305 sehr langsam zyklisch wird):

y_ ¥ y_

o

!l
H

Abb. 4: Graphische Iteration Abb. 5: Zeitreihe Abb. 6: Intervallkompression

Im chaotischen Attraktor r =4 (siehe S. 15ff) wechseln Intervallex-
pansion bzw. —kompression einander ab, ein exemplarischer Orbit zeigt

selbst nach 150 Iterationen noch keinerlei RegelmaBigkeit:

L L
A i =
i ] .
A ‘\\ .—J.‘
i i
| il
Abb. 7: Graphische Iteration Abb. 8: Intervallexpansion bzw. —kompression

Die Bedeutung der sensitiven Abhangigkeit (vgl. 3.3) wird besonders

deutlich, betrachtet man die Zeitreihen zweier benachbarter Startwerte:

Abb. 9: Zeitreihe Xy = 0,400000, 200 lterationen Abb. 10: Zeitreihe Xy = 0,400001, 200 lterationen
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